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 本論文は前川ら[1]によって提案されたコンクリート用弾塑性損傷構成則を有限要素法解析ソフトウェ

アへの実装方法を検討する。本実装では、接線または割線弾性損傷剛性マトリクスと接線弾塑性剛性マ

トリクスを採用され、応力積分計算ではリターンマッピング法を用いた陰的応力積分アルゴリズムを提

唱した。また、提案した手法は汎用有限要素解析ソフトウェア Advance/FrontSTR に実装し、三軸圧縮状

態下のコンクリート円柱の変形解析を行った。有限要素法による解析結果と理論解や文献[1]に示した実

験結果と比べ、上記実装の有効性を検証した。 
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1. はじめに 
前川構成式[1]は少ない材料変数を用い、コンク

リートの複雑な非線形挙動を広い範囲で精度よ

く表すことに評価を受けた構成則である。しかし、

この構成式の 3D 有限要素法に実装するための有

限要素定式化やアルゴリズム設計などに関する

文献がほとんど見られないため、本論文はこれら

の実装方法を検討するのは目的である。 

本論文で得られた成果は以下である： 

・弾塑性損傷接線構成式の誘導。ここで得られた

弾塑性損傷構成式が応力増分とひずみ増分関

係を陽的表現でき、文献[1]に示した逆テンソル

計算が必要ない。 

・上記得られた弾塑性損傷接線マトリクスが非対

称、不定であるため、対称、正定な割線構成式

を提案した。 

・リターンマッピング応力積分法の導入。リター

ンマッピング応力積分法は応力を材料の塑性

降伏面に引き戻す計算手法であり、有限要素法

弾塑性解析によく使われている。しかし、文献 

[1]では降伏関数を定義していない。本研究では、 

前川構成式を整理した上、降伏関数を定義し、リ

ターンマッピングの定式化を行い、その実装方法

を検討した。 

本論文は以下のように構成される。第 2 章にお

いて前川らのコンクリート構成式を整理し、有限

要素法へ実装するため構成式の定式化を行い、リ

ターンマッピング応力積分法を導入する。第 3 章

では、三軸圧縮条件下のコンクリート円柱の変形

解析を行い、その有限要素法による解析結果を理

論解と比較し、本実装の有効性を検証する。 

本論文では、ベクトルやテンソルは太字、テン

ソルの縮約は:, テンソル積は⨂を使って表す。 

 

2. 弾塑性損傷剛性マトリクスの誘導とリターンマ

ッピングの定式化 
 弾性損傷構成式 
本論文は文献[1]に提案された分布ひび割れモ

デルを採用する。このモデルは等方損傷モデルで

あり、材料の損傷程度はスカラー損傷係数により

表す。この時、材料の弾性係数 C は損傷係数ωの

関数となり、コンクリート内の応力σは以下のよ

うに弾性ひずみ𝜀௘、損傷係数ωと弾性マトリクス

C により表す。 𝛔 ൌ 𝐂ሺωሻ: 𝛆ୣ (1) 
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さらに、前川モデルは変形材の体積応力が損傷の

影響を受けないと仮定し、上記弾性マトリクスは

以下である。 𝐂ሺωሻ ൌ K𝐉⨂𝐉 ൅ 2ωG଴ ൬𝐈௦௬௠ − 13 𝐉⨂𝐉൰ (2) 

 ここでは、J は二階恒等テンソル、Isymは四階対

称恒等テンソル、K と G0 は体積弾性率と初期せん

断弾性率を示している。 

 前川モデルでは、損傷係数ωは下記のような損

傷進展関数 F の関数である。 ω ൌ exp ൤− Fa ൜1 − exp ൬− Fb൰ൠ൨ F ൌ ቆ √2Jଶୣ0.23ε଴ ൅ √3|Iଵୣ|ቇ ൬6 ൅ cos3θ5 ൰ 
ε଴ ൌ 1.6ሺ1 ൅ 𝜈଴ሻ fୡE଴ ;  cos3θ ൌ 3√32 ൬JଷୣJଶୣ൰ଷ 

(3) 

ここでは、θは Lode 角を示しているが、a と b は

材料定数、fc はコンクリート材の圧縮強度、E0と

ν0 はそれぞれコンクリート材の初期ヤング率と

初期ポアソン比を示している。ただし、損傷進展

関数 F は下記のように損傷進展閾値 Fc(Fc の初期

値がゼロ)から損傷ポテンシャル関数 g を構築し、

損傷ポテンシャル関数 g は KKT 条件g ≤ 0; Fሶ ୡ ൒0; Fሶ ୡg ൌ 0を満足する必要がある。 g ൌ F − Fୡ (4) 

式(1),(2)から損傷弾性構成式の増分形式が得ら

れる： d𝛔 ൌ 𝐂ሺωሻ: d𝜺ୣ ൅ 2G଴ ൬𝐈௦௬௠ − 13 𝐉⨂𝐉൰ : 𝜺ୣdω (5) 

ここで dω ൌ dωdF dF ൌ dωdF ቆ ∂F∂Jଶୣ ∂Jଶୣ∂𝜺ୣ ൅ ∂F∂|Iଵୣ| ∂|Iଵୣ|∂𝜺ୣ൅ ∂F∂Jଷୣ ∂Jଷୣ∂𝜺ୣቇ :𝑑𝜺ୣ 

(6) 

であるため、式(5)は下記のように書き換えられる。 d𝛔 ൌ 𝐂ᇱd𝜺ୣ 𝐂ᇱ ൌ 𝐂 ൅ 2G଴ ൬𝐈ୱ୷୫ − 13 𝐉 ⊗ 𝐉൰ : ሼ𝐝⊗ 𝜺ୣሽ 
𝐝 ൌ dωdF ቆ ∂F∂Jଶୣ ∂Jଶୣ∂𝜺ୣ ൅ ∂F∂|Iଵୣ| ∂|Iଵୣ|∂𝜺ୣ ൅ ∂F∂Jଷୣ ∂Jଷୣ∂𝜺ୣቇ 

(7) 

テンソル d の右辺の項は順番に偏差ひずみ、体積

ひずみ、およびひずみの方向の影響を示している。

これらの影響より得られた損傷弾性構成式C’は非

対称、非正定である。しかし、体積ひずみ、およ

びひずみの方向の影響を無視し、式(6)右辺の第一

項のみを考慮する時弾性マトリクスは式(8)の C”

となり、対称になる。また、損傷係数ωの変化を完

全に無視する時、損傷弾性構成式はテンソル C と

なり、対称正定である。 𝐂ᇱᇱ ൌ 𝐂 ൅ G଴ 1Jଶୣ ∂F∂Jଶୣ ൬𝐈𝐬𝐲𝐦 − 13 𝐉 ⊗ 𝐉൰ : ሼ𝜺ୣ ⊗ 𝜺ୣሽ ∂F∂Jଶ௘ ൌ √20.23ε଴ ൅ √3|Iଵ௘| ൬6 − 2cos3θ5 ൰ 

(8) 

上記で得られた構成式 C,C’,C’’は有限要素解析

ソフトウェアに実装すると、それぞれのメリット

とデメリットがある。C’を利用する場合では、得

られる有限要素剛性マトリクスは接線剛性マト

リクスとなり、この接線剛性マトリクスは損傷の

変化から由来する材料非線形を考慮したため、有

限要素法計算の収束性がよい。しかし、この接線

剛性マトリクスは非正定、非対称であるため、CG

法のような反復法線形方程式ソルバーの収束性

が悪い。一方、構成式 C を採用する場合では、反

復法線形方程式ソルバーの収束性がよいが、有限

要素法非線形計算の収束性が悪くなる。 

 

 塑性構成式 
前川らが考案した塑性構成式は一般的な降伏

関数概念を使用しない特別な手法により導入し

た。具体的には以下の式から構築した： 

1) ひずみの弾性・塑性加算分解 𝛆 ൌ 𝜺ୣ ൅ 𝜺୮ (9) 

2) 塑性ひずみの偏差成分不変量と弾性ひずみの

偏差成分不変量の関係式 Jଶ୮＝ 910βε଴ ቆJଶ௘ε଴ቇଷ (10) 

ここでは、βは荷重速度を考慮するための修正変

数である。 

3) 塑性ひずみの体積成分不変量と塑性ひずみの

偏差成分不変量の関係式 𝑑Iଵ௣ ൌ D𝑑Jଶ௣ (11) 

ここでの D はコンクリート材質を表す関数であ
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り、以下のように定義されている： D ൌ D′P D′ ൌ ൜ D଴                     ω ൒ 0.54D଴𝜔ଶ ൅ Dଵሺ1 − 4ωଶሻ    ω ൏ 0.5 

Dଵ ൌ √2Iଵ௘ ൅ 0.38𝜀଴0.28ε଴ ,   D଴ ൌ 2𝜈଴ − 1√3ሺ1 ൅ 𝜈଴ሻ 
(12) 

また、P は応力状態を表す関数X ൌ √3Iଵ/Jଶ1の関数

である。 P ൌ −0.5 sin ቀXπ2ቁ ൅ 0.5  ሺ−1 ≤ X ൏ 1ሻ P ൌ 1           ሺX ≤ −1ሻ P ൌ 0            ሺX ൒ 1ሻ (13) 

4) 塑性ひずみの偏差成分と弾性ひずみの偏差成

分の関係式 d𝐞୮ ൌ dg𝐞ୣ (14) 

この式は偏差塑性ひずみ増分の方向が弾性ひず

み方向であることを示しており、dg はその大きさ

を示す未定係数である。 

 

 弾塑性損傷構成式 
式(10)から降伏関数 f ൌ Jଶ୮ − HሺJଶ௘ሻ ൌ 0 HሺJଶ௘ሻ ൌ 910βε଴ ቆJଶ௘ε଴ቇଷ 

(15) 

を構築できる。この式の両辺を微分すると 𝐞𝐞: d𝐞୮2Jଶ௘ ൌ Hᇱ 𝐞ୣ: d𝐞ୣ2Jଶ௘ ; Hᇱ ൌ dHdJଶ௘ (16) 

となり、そこで式(9)と式(14)を代入すると dg ൌ Hᇱ1 ൅ Hᇱ 12ሺJଶୣሻଶ 𝐞ୣ: d𝐞
ൌ Hᇱ1 ൅ Hᇱ 12ሺJଶୣሻଶ 𝐞ୣ: d𝛆 

(17) 

が得られる。式(11)、(14)と式(17)から、塑性ひず

み増分 dεpは 𝑑𝜺୮ ൌ 𝑑𝐞୮ ൅ 𝐈dIଵ୮ ൌ dg𝐞ୣ ൅ 𝐈DdJଶ୮ൌ dgሺ𝐞ୣ ൅ 𝐈DJଶୣሻ (18) 

 
 
1 参考文献[1]ではX ൌ √3Iଵ௘/Jଶ௘と定義されている。

しかし、この定義は X=-1 の時単軸圧縮状態、X=1

ൌ Hᇱ1 ൅ Hᇱ 12ሺJଶୣሻଶ 𝐞ୣ ⊗ ሺ𝐞ୣ ൅ 𝐈DJଶ௘ሻ: d𝛆 ൌ 𝐋:𝐝𝛆 

で表すことができるので、弾塑性損傷構成式は下

記になる。 d𝛔 ൌ 𝐂: ሺd𝛆 − d𝜺୮ሻ ൌ 𝐂ୣ୮: d𝛆 𝐂𝐞𝐩 ൌ 𝐂: ሺ𝐈 − 𝐋ሻ (19) 

ここで得られた弾塑性テンソル Cep を本作業で有

限要素法ソフトウェア Advance/FrontSTR に実

装することになるが、以下の 2 点を注意すべきで

ある： 

1) 式(19)に示した弾性テンソル C は式(2),(7) ,(8)

に示した C, C’, C’’を代入することが可能である。 

2) テンソル𝐋 ൌ ୌᇲଵାୌᇲ ଵଶሺ୎మ౛ሻమ 𝐞ୣ ⊗ ሺ𝐞ୣ ൅ 𝐈DJଶୣሻは正

定、非対称である。この式を採用する時、例え

対称弾性マトリクス C と C’’を採用しても得ら

れる弾塑性テンソル Cepは非対称になる。ただ

し、塑性体積ひずみの影響を無視すれば、𝐋ᇱ ൌୌᇲଵାୌᇲ ଵଶሺ୎మ౛ሻమ 𝐞ୣ ⊗ 𝐞ୣとなり、対称化するとこが可

能である。 

表 1では損傷弾塑性構成式の定式化と特徴をま

とめた。 

 
表 1 損傷弾塑性性構成式の比較 

 定式 特徴 

B1 CepൌC 正定、対称 

B2 Cep =C:(I-L) 正定、非対称 

B3 Cep =C’:(I-L) 非正定、非対称 

B4 Cep =C’’:(I-L) 非正定、非対称 

B5 Cep =C:(I-L’) 正定、対称 

B6 Cep =C’:(I-L’) 非正定、非対称 

B7 Cep =C’’:(I-L’) 非正定、対称 

 

 リターンマッピング法の定式化 

弾塑性解析のおいては、すべての物性評価点で

の降伏条件を満足させる必要がある。従来のリタ

の時単軸引張状態を表せない。本作業では一般的

な定義方法(例えば参考文献[2]p.380)を参照し、上

記定義を使用した。 
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ーンマッピング法は後退 Euler 法を用いた応力を

降伏面に効率的に帰着させる方法であるが、本実

装では採用している降伏関数(15)は応力の関数で

はないため、下記のようにリターンマッピング計

算を示す。 

 ひずみの増分計算において、時間間隔[tn,tn+1]に

おける積分を行う。この時間間隔が始める時点で、

弾性ひずみ𝜺௡௘、塑性ひずみ𝜺௡௣やその他の内部変数

が既知で、その時間におけるひずみ増分Δ𝜺が既知

される時、下記連立方程式を解くことになる。 

⎩⎪⎪⎨
⎪⎪⎧ 𝜺௡ାଵ = 𝜺௡ + Δ𝜺Δ𝜺 = Δ𝜺௘ + Δ𝜺௣𝜺௡ାଵ௘ = 𝜺௡௘ + Δ𝜺௘𝜺௡ାଵ௣ = 𝜺௡௣ + Δ𝜺௣Δ𝜺௣ = 𝐷(𝒆௡ାଵ௘ )Δ𝐽ଶ௣ + Δ𝑔 ∗ 𝒆௡ାଵ௘𝑓൫𝜀௡ାଵ௘ , 𝜀௡ାଵ௣ ൯ = 0

 (20) 

ここでは、塑性体積ひずみの計算が式(12)、塑性

偏差ひずみの計算は式(14)を使用した。 

リターンマッピング計算では、下記 2 ステップ

でこの方程式を解く： 

1) 試行弾性ステップ 

まず時間間隔[tn,tn+1]のステップは弾性であるこ

とと仮定する。その時Δ𝑔 = 0であるため ቊ𝜺௡ାଵ௘௧௥௜௔௟ = 𝜺௡௘ + Δ𝜺𝜺௡ାଵ௣௧௥௜௔௟ = 𝜺௡௣  (21) 

もし 𝑓௧௥௜௔௟ = 𝑓൫𝜺௡ାଵ௘௧௥௜௔௟ , 𝜺௡ାଵ௣௧௥௜௔௟൯ ≤ 0 (22) 

ならば、状態量を更新してアルゴリズムは終了す

る。そうでなければ、以下の塑性修正ステップへ

移す。 

2) 塑性修正ステップ 

このステップでは繰り返し計算において塑性

ひ ず み 増 分 を 計 算 し 、 降 伏 条 件 𝑓 =𝑓൫𝜺௡ାଵ௘ , 𝜺௡ାଵ௣ ൯ = 0を満足させる。まず、この降伏条

件をあるひずみ状態൫𝜺଴௘ , 𝜺଴௣൯の近辺 Taylor 展開を

行い、第 1 微分のみをとれば、次式となる。 𝐞𝐞: d𝐞୮2Jଶ௘ = Hᇱ 𝐞ୣ: d𝐞ୣ2Jଶ௘ ; Hᇱ = dHdJଶ௘ (23) 

降伏条件を満足するため、f=0 となる必要がある。

ここで式(20)を導入すれば dg = 11 + Hᇱ 12(Jଶୣ)ଶ (Hᇱ𝐞ୣ: d𝛆 − 2f଴Jଶ௘) (24) 

が得られる。この式を用い、g の増分を計算する

と、塑性は偏差ひずみ増分、弾性偏差ひずみ増

分、塑性体積ひずみ増分、弾性体積ひずみ増分

の順ですべてのひずみ増分を計算でき、新たな

ひずみ状態(εe, εp)が得られる。その時の降伏関数

値 f が計算され、この時 f→0 になれば計算終了

し、そうでない場合もう一度 dg を計算し、ひず

み状態を更新する。この計算過程を繰り返し、

方程式(20)を解くことになる。 

 

3. 三軸圧縮条件下のコンクリート円柱の変形解析 
文献[1]ではコンクリート円柱を鉄の円筒の中

に入れ、コンクリート円柱を軸方向で圧縮する実

験を行い、三軸圧縮条件下のコンクリートの変形

特性を研究した。この実験ではコンクリート外側

の鉄の円筒が内圧受け、弾塑性変形状態になる。

円筒が十分薄い時、円筒受ける内圧 P と円筒材料

の降伏応力σs、円筒の内径 ri と外径 ro の関係式は

以下である[3] P = σୱ ln 𝑟௢𝑟௜  (25) 

この数値はコンクリート外周に受ける拘束力

になる。そのため、円筒内のコンクリート円柱は

半径方向に大きさ P の圧力を受け、軸方向圧縮強

制変位を受けることで上記実験をモデル化する

ことができる。この三軸圧縮変形問題の理論解は

付録 II に示している。この章では、上記問題を有

限要素解析ソフトウェア Advance/FrontSTR を用

い計算し、理論解結果と比べ、第 2 章に提案した

定式化とその実装の有効性を検証する。 

変形の対称性から、円柱軸方向一層、四分の一

円柱を解析対象にした。そのメッシュ図は図 1 に

示している。メッシュはプリズム要素 CPRIS6(要

素数 9)と六面体要素 CHEXA8（要素数 36）、節点

数 51 から構築される。 

これらの文献[1]に示した実験結果を比較でき

るように、文献[1]に示したコンクリート材質を用

いる。 
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表 2 材質一覧 

初期ヤング率 22921.6 MPa 

初期ポアソン比 0.235 

強度 fc 29MPa 

ε0 0.0025 

修正変数β 1.0 

 

 

図 1 メッシュ図 

 
文献[1]円周方向に拘束力 P=3.40MPa, 6.90MPa, 

8.80MPa, 12.0MPa 時の実験結果を示している。図 

2では、この4ケースを理論解とAdvance/FrontSTR

を用いた有限要素解析の結果を示している。この

図に示されたように、理論解と有限要素法解析の

結果が完全に一致していることが分かり、本実装

の有効性を検証された。 

 

4. まとめ 
前川ら[1]によって提案されたコンクリート用弾

塑性損傷構成則から接線又は割線剛性マトリクスを

導入し、応力増分計算にリターンマッピングの定

式化を行った。これら定式を有限要素解析ソフト

ウェア Advance/FrontSTR に実装し、三軸圧縮条件

下のコンクリートの変形問題を解析した。この有

限要素法による解析結果は理論解と比較し、実装

の有効性を検証した。 

 

 

 
図 2 ひずみー応力関係図 

（ez: 軸方向ひずみ；er: 円周方向ひずみ） 
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付録 I: 不変量の定義と記号 
等方性の材料構成式を導入するため、テンソル

の等方性不変量を使うことになる。しかし、文献

[1]に使われた不変量の定義は通用なものと若干

違うものもあり、この節ではまず本文で使われて

いる不変量の定義や常用テンソルの記号をまと

める。 

 

1) 応力関連変数 

応力σの第一不変量 I1 Iଵ = 13  tr(𝛔) (I1) 

偏差応力 s の第二不変量 J2 

Jଶ = ඨ12  tr(𝐬ଶ) (I2) 

2) ひずみ関連変数 

ひずみε、偏差ひずみ e と表す。ひずみの弾性と

塑性成分は上付き添え字 e と p で表す。 

弾性ひずみεeの第一不変量Iଵୣ  Iଵୣ = 13  tr(𝜺௘) (I3) 

偏差応力 s の第二不変量 J2 

Jଶୣ = ඨ12  tr((𝐞ୣ)ଶ) 

Jଷ௘ = ඨ13 tr((𝐞ୣ)ଷ)య
 

(I4) 

塑性偏差ひずみ epの第 2 不変量Jଶ௣ Jଶ௣ = නdJଶ௣ ;   dJଶ௣ = 𝐞ୣ: d𝐞୮2Jଶ௘  (I5) 

付録Ⅱ：三軸圧縮条件下コンクリート円柱の変形 
この節では円柱軸方向で圧縮され, 半径方向圧

力Pを受けるコンクリート円柱変形の理論解をま

とめる。 

三軸圧縮力を受ける円柱はその対称性から、せ

ん断ひずみやせん断応力がゼロであり、円周方向

と半径方向のひずみや応力値が同じである。 σ୰ = 𝜎ఏ = 𝑃;   𝜀௥ = 𝜀ఏ σ௥ఏ = 𝜎௥௭ = 𝜎ఏ௭ = 0 ε௥ఏ = 𝜀௥௭ = 𝜀ఏ௭ = 0 

(II1) 

この特徴から、円柱内のひずみと応力は以下の

ように表示できる： 

・ 応力σと偏差ひずみ s 

𝛔 = ቎σ୰ σ୰ σ୸቏ ;    𝐬 = 13 ቎−p −p 2p቏ ;   
p = σ୸ − σ୰ (II2) 

・ 弾性ひずみεと弾性偏差ひずみ e 

𝛆ୣ = ቎ε୰ ε୰ ε୸቏ ;   𝐞ୣ = 13 ቎−q −q 2q቏ ; 
   q = ε୸ − ε୰ (II3) 

・ 応力不変量 Iଵ = 13 (σ୸ + 2σ୰); Jଶ = 1√3 |p|; Jଷ = 13 √2య p (II4) 

・ ひずみ不変量 Iଵୣ = 13 (ε୸ + 2ε୰); Jଶୣ = 1√3 |q|;  Jଷୣ = 13 √2య q 

cos3θ = 3√32 ቆJଷ௘Jଶ௘ቇଷ = −1 

(II5) 

また、弾塑性構成式と損傷構成式は以下のよう

に表示できる。 

・弾性構成式 

体積成分：Iଵ = 3KIଵ௘ (II6) 

偏差成分：𝐬 = 2G଴ω𝐞;あるいは p = 2G଴ωq (II7) 

・損傷構成式：式(3) 

・塑性構成式： 

体積成分：dIଵ୮ = DdJଶ௣ (II8) 
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偏差成分：𝑑𝒆୮ = dg𝐞ୣ
= 13 dg ቎−q −q 2q቏ (II9) 

ここで示したように本変形過程は比例塑性変

形：de୸୮ = −2de୰௣である。塑性変形の第 2 不変量

増分は dJଶ୮ = ටଵଶ ൫2(de୰୮)ଶ + (de୸௣)ଶ൯ = √3หde୰௣หで
あり、その積分は陽的に表せる： Jଶ୮ = √3หe୰௣ห (II10) 

式(10)を上式に代入すれば、塑性ひずみの偏差成

分を陽的に計算することができる หe୰௣ห = 0.9√3 ε଴ ቆJଶ௘ε଴ቇଷ (II11) 
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